VO Differentialgleichung 1 Schriftliche Priifung 27.06.2024

Name: Matrikelnummer:
PRUFER: Andreas Korner Viel Erfolg bei der Priifung!
PUNKTEVERTEILUNG:

Beispiel | 1 |2 [3|4] 5 |6 |

Punkte |[ 10 [ 6 [9 |5 [ 126 |

1. Gegeben ist die Differentialgleichung
(x% + 2y2) dx + zy dy = 0.

(a) Untersuchen Sie, ob die Differentialgleichung exakt ist.

(b) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor der Form m(z,y) = m(z) und die
Stammfunktion F' der entstehenden Differentialgleichung.

(c) Fiihren Sie die gegebene Differentialgleichung in eine Bernoulli Differentialgleichung
der Form ¢ = p(z)y+q(x)y® iiber und 16sen Sie diese. Vergleichen Sie diese Losung
mit jener aus (b).

(d) Geben Sie jenes Differentialgleichungssystem 2/ = f(z), mit z = (z,y)T, an, das

eine Losungskurve besitzt, welche die Stammfunktion aus (b) erfiillt. Stellt diese

Stammfunktion aus (b) eine Erhaltungsgrofe dieses Differentialgleichungssystems

dar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

2. Betrachten Sie fiir o € IR die skalare Differentialgleichung
O+ ap’ +sin(p) =0, a>0.
(a) Schreiben Sie die Differentialgleichung als System 1. Ordnung
2y = fi(z1, 22)
xy = fo(x1,22)

an und bestimmen Sie alle Ruhelagen des Systems.
(b) Untersuchen Sie fiir & = 0 die Stabilitédt der Ruhelagen mittels Linearisierung.
(c) Zeigen Sie, dass
V(x1,22) = %x% + (1 — cos(z1))

eine Ljapunov-Funktion des Systems ist und untersuchen Sie die Stabilitit der
Ruhelage (z1,22) = (0,0)T.



3. Betrachten Sie fiir : R — R?, x = x(t) die Differentialgleichung 2’ = A(t)x zu gege-
benen Anfangswert z(0) = (—1,1)" mit

(a)
(b)
()

-1 2t?
0= (3 %)
Berechnen Sie eine Fundamentalmatrix der gegebenen Differentialgleichung mit
variablen Koeffizienten und 16sen Sie das Anfangswertproblem.

Zeigen Sie die lineare Unabhéngigkeit der Losungen mit der Wronski-Determinante
und verifizieren Sie die Aussage des Satzes von Liouville.

Bestimmen Sie die Stabilitdt der Differentialgleichung.

4. Betrachten Sie fiir x = z(¢) > 0 und y = y(¢) > 0 die Differentialgleichung

¥ =x— zy,

y =—y+ay.
Argumentieren Sie, dass fiir einen gegebenen Anfangswert das zur Differentialglei-
chung gehdrige Anfangswertproblem eindeutig 1ésbar ist.

Bestimmen Sie die Ruhelage und zeichnen Sie diese im gegebenen Vektorfeld, siehe
Abbildung 1, ein.

) Skizzieren Sie fiir z(0) = 6 und y(0) = 6 den Orbit im gegebenen Vektorfeld.

Ausgehend von Threr Kurve aus (c), skizzieren Sie den Verlauf von z(t) und y(t)
iiber t.

5. Betrachten Sie das Randwertproblem

Lu=—u"+u=2 u(0)=u(l)=0,

mit x € [0, 1].

(a)
(b)

()
(d)

Zeigen Sie, dass durch {e*,e™*} ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
gegeben ist.

Konstruieren Sie durch Linearkombination der Losungsbasis aus (a) ein neues Fun-
damentalsystem, welches die Randbedingungen im Sinne der Greenschen Funktion
respektiert.

Uberpriifen Sie die Losbarkeit des inhomogenen Randwertproblems.

Bestimmen Sie die Greensche Funktion. Weisen Sie auflerdem nach, dass diese alle
Eigenschaften einer Greensche Funktion erfiillt.

6. Betrachten Sie fiir p,w € R, die skalare Differentialgleichung

(a)
(b)
()

Y 4 20y + w?y = 0.
Transformieren Sie die skalare Differentialgleichung in ein System von Differential-
gleichungen der Form 2/ = Az, mit A € R?*2.
Berechnen Sie das charakteristische Polynom und geben Sie alle méglichen Lésungs-
fille an.
Untersuchen Sie die Stabilitdt des Systems aus (a) in Abhéngigkeit der Parameter
p,w € R.
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Abbildung 1: Vektorfeld zu Beispiel 4



